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( )2| ~ | ,y Nϑ ϑ σ⋅

Παράδειγμα  

Sampling distribution:  με 2σ  γνωστό και διακριτό prior 
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 όπου ( )i iπ π ϑ= =  

 

1. Να βρεθεί το marginal probability density του y  (the prior predictive)  

2. Να περιγραφεί το sampling scheme από την prior predictive. 

3. Να βρεθεί η posterior για 2k = , 1 2 0.5π π= = , 2σ =  και παρατήρηση 1y = . 

1. Το prior predictive είναι 
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2. Το sampling scheme για ( )~y π ⋅  είναι 

( )
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3. Η posterior του ϑ  είναι 
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Για 2k = , 1 2 0.5π π= = , 2σ =  και 1y = , έχουμε 
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Sampling from mixture distributions 
Μια mixture πυκνότητα είναι μια πυκνότητα που είναι κυρτός γραμμικός συνδυασμός 
από άλλες πυκνότητες. 

• Το discrete Gaussian mixture είναι της μορφής 

( ) ( )( ) ( )* 1

1
| , , | , ,

k

i i i
i

y p y y kNπ µ τ π π µ τ −

=

= ⋅ = ≤ ∞∑ . 

Όπου ( )1, , kµ µ µ=   οι μέσοι, ( )1, , kτ τ τ=  τα precisions και  

( )
1 2

1 2
~

k

k
i π

ππ π
 

⋅ =  
 





 τα mixing proportions (the mixing measure is ( )π ⋅ ) 

και 
1

1n
ii

π
=

=∑ . 

• Εάν τα mixing proportions δίνονται από κάποια πυκνότητα ( )π ⋅  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )1* | , , | ,y p y y dNπ µ τ π π ϑ µ ϑ τ ϑ ϑ−

Θ

= ⋅ = ∫  

• Οι prior και posterior predictive distributions είναι mixtures της οικογένειας 
( )|Dataπ ϑ  με την prior ( )π ϑ  και την posterior ( )| Dataπ ϑ  αντιστοίχως. 

 

( )
( )

~
| ~ |

first sample
then sample y

ϑ π
ϑ π ϑ

⋅
⋅

Το sampling scheme για mixtures είναι: 

argm inally
⇒ ( ) ( ) ( )*~ |y dπ π ϑ π ϑ ϑ

Θ

⋅ = ⋅∫  

Έτσι για να προσομοιώσουμε iid δείγμα ( )* ,1~iidiy i nπ ⋅ ≤ ≤  θα πρέπει πρώτα να 

προσομοιώσουμε διάνυσμα ( )1, , nϑ ϑ  με ( ) , 1~iidi i nϑ π ⋅ ≤ ≤  και μετά διάνυσμα 

( )1, , ny y  με ( )| | , 1~ind
i i iy i nϑ π ϑ⋅ ≤ ≤  τότε θα έχουμε ότι 

( ) ( )| , 1~iidiy d i nπ ϑ π ϑ ϑ
Θ

⋅ ≤ ≤∫  
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Έστω ότι οι πραγματοποιήσεις της τυχαίας μεταβλητής Y  είναι τα y  στα αριστερά του 
sampling scheme και οι πραγματοποιήσεις της τυχαίας μεταβλητής *Y  είναι τα y  στα 
δεξιά του sampling scheme θα δείξουμε ότι *dY Y=  

Η συνάρτηση κατανομής του Y  είναι ( ) { }YF y P Y y= ≤


 , conditioning στο ϑ  έχουμε 

( )YF y =


{ } ( )|P Y y dϑ π ϑ ϑ
Θ

≤∫  ( ) ( )|
y

u du dπ ϑ π ϑ ϑ
Θ −∞

 
=   

 
∫ ∫  

( ) ( ) ( ) { } ( )*
* *|

y y

Y
u d du u du P Y y F yπ ϑ π ϑ ϑ π

−∞ Θ −∞

 
= = = ≤ = 

 
∫ ∫ ∫  

δηλαδή έχουμε ( ) ( )*
*d

Y Y
F y F y Y Y= ⇔ =

 . 

 

70n =

Παράδειγμα  

Έστω ότι  με διωνυμική παρατήρηση 34x = . Εάν οι πεποιθήσεις των ειδικών 
είναι 0.4µ =  και 2 0.02σ =  και επειδή οι παράμετροι της κατανομής ( )~ | ,Be p qϑ ⋅  σαν 
συνάρτηση της μέσης τιμής και της διασποράς είναι  

( )

( )
( ) ( )

2
2 1

pE
p q

pqVar
p q p q

ϑ µ

ϑ σ

= =
+

= =
+ + +

⇔
( )

( ) ( )

2

2

2

2

1

1
1

p

q

µ µ
µ

σ
µ µ

µ
σ

−
= −

−
= − −

, 

θα έχουμε 4.4p =  και 6.6q = .  

 

Εάν θέλουμε να κάνουμε δειγματοληψία από την apriori κατανομή πρόβλεψης (prior 
predictive) ( )yπ  του διωνυμικού μοντέλου ( )1

| | ~ | ,n
ii

x y Bin nϑ ϑ ϑ
=

= ⋅∑ , θα έχουμε: 

( )1: {for i in SS ( )4.4, 6.6i betaϑ ← ; ( )70,i iy binomial ϑ← } 

όπου SS  το μέγεθος του δείγματος (sample size). Δηλαδή { }1, , SSy y  είναι ένα δείγμα 

μεγέθους SS  από την κατανομή beta – binomial με παραμέτρους ( )70,4.4,6.6  

• Η κατανομή beta-binomial δίνεται από το mixture 
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              ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

0

| , , | , | ,
n

y BB y n p q Be p q Bin x n d p x q n x
x

π ϑ ϑ ϑ
 

= = ∝ Γ + Γ + − 
 

∫ , 

           με σταθερά κανονικοποίησης ( ) ( ) ( ) ( ){ } 1
c p q p q p q n

−
= Γ + Γ Γ Γ + +  και χώρο  

           καταστάσεων το ( ) { }0,1, ,X nΩ =  . 

 

Εάν θέλουμε να κάνουμε δειγματοληψία από την a posteriori κατανομή πρόβλεψης 
(posterior predictive) [ ]|y x  για μια νέα παρατήρηση y  (μια νέα δοκιμή Bernoulli) του 
διωνυμικού μοντέλου θα έχουμε: 

( ) ( ) ( ) ( )| , | | |y x y x d x y dπ π ϑ ϑ π ϑ π ϑ ϑ
Θ Θ

= =∫ ∫   ( ) ( )
1

0

| , |1,Be p x q x n Bin y dϑ ϑ ϑ= + − +∫   

με αποτέλεσμα 

( ) ( )| |1, ,y x BB y p x q n xπ = + + − 

( ) ( )( )
( )

, 11
,

B p x y q n x y
y B p x q n x

+ + + − − + 
=   + + − 

 



 

( ) ( )
( )

( )
( ) ( ) { }1

, 0,1
1

p x y q n x y p q n
y

p q n p x q n x
  Γ + + Γ + − − + Γ + +  = ∈  Γ + + + Γ + Γ + −    

 

  

 

και η posterior predictive είναι η δίτιμη τυχαία μεταβλητή  

0 1
| ~y x q n x p x

p q n p q n

 
 + − +  + + + + 

 , 

επειδή 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

1
0|

1
p x q n x p q n

y x
p q n p x q n x

π
  Γ + Γ + − + Γ + +  = =   Γ + + + Γ + Γ + −    

  

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

q n x q n x p q n q n x
p q n p q n q n x p q n

  + − Γ + − Γ + + + −  = =  + + Γ + + Γ + − + +    
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( ) ( )1| 1 0| p xy x y x
p q n

π π +
= = − = =

+ +
   

1for i to SS=  

[ ] ( )| 34 4.4 34, 6.6 70 34i x betaϑ = ← + + −  

[ ] ( )| 1,i i iy binomialϑ ϑ←  

next i  

όπου SS  το μέγεθος του δείγματος (sample size). Δηλαδή { }1, , SSy y  είναι ένα δείγμα 

μεγέθους SS  από την κατανομή beta – binomial με παραμέτρους ( )70,4.4,6.6  

 

Έστω ότι έχουμε παράγει δείγμα { }1, , SSy y  μήκους SS  από την κατανομή [ ]| 34y x =  
τότε εάν κ  είναι ο αριθμός των 0  και SS κ−  ο αριθμός των 1 θα πρέπει 

42.6lim
81SS

q n x
S S p q n
κ

→∞

+ −
= =

+ +
 

 

 

 

 

 

Μαρκοβιανές διαδικασίες σε διακριτό χρόνο και συνεχή ή διακριτό 
χώρο καταστάσεων  
 

Ο χώρος καταστάσεων (state space) ( )
0

nn
S X

∈
= Ω
 

, της διαδικασίας { }
0

n n
X

∈ , είναι 

ένα συνεχές σύνολο Borel του d  είτε κάποιο υποσύνολο του d  και η ιδιότητα Markov 
δίνεται αθροιστικά 

{ } { }1 1 0 0| , , , |t k t t t t k tP X y X x X x X x P X y X x+ − − +≤ = = = = ≤ =  
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( ) ( )| | , , , ( , ] , 1
t k tX XF y x t x t k y k
+

= = Ρ + −∞ ≥  

Δηλαδή η k -τάξης “τάση” μετάβασης από το x S∈  κατά την χρονική στιγμή t  στο 
σύνολο ( , ]y−∞  είναι ( ), , , ( , ]t x t k yΡ + −∞ . Εάν ισχύει ότι 

( ) ( )( ) ( ), , , ( , ] , , ( , ] , , ( , ]t x t k y t k t x y k x yΡ + −∞ = Ρ + − −∞ = Ρ −∞  

λέμε ότι η διαδικασία είναι χρονικά ομογενείς (έχει στάσιμη πιθανότητα μετάβασης) γιατί 
η πιθανότητα μετάβασης δεν εξαρτάται από τον χρόνο t  που γίνεται η μετάβαση, αλλά 
μόνο από το μήκος του χρονικού διαστήματος k . Στα παρακάτω απλοποιούμαι τον 
συμβολισμό για 1k =  με ( ) ( ) ( )| , 1, , ( , ]P y x x y x y= Ρ = Ρ −∞  και συμβολίζουμε 

( ) ( ) ( ) ( )| , 1, , ,P B x x B x B B S= Ρ = Ρ ∀ ∈   

Η πυκνότητα μετάβασης 1ης ( ) ( )| ,p y x p x y= τάξης ή απλά πυκνότητα μετάβασης  
(transition density) από το x  στο y  είναι  

( ) { } { } { }1 1 1| | | |t t t t t tp y x dy P y X y dy X x P X y dy X x P X y X x+ + += < ≤ + = = ≤ + = − ≤ =  

( ) ( ) ( ), , ,x y d y x y x y d y
y

 ∂
= Ρ + −Ρ = Ρ ∂ 

 

δηλαδή έχουμε ( ) ( ) ( )
1|| , |

ttX Xp y x P x y f y x
y +

∂
= =
∂

 για κάθε 0t∈ . 

Άλλοι συμβολισμοί είναι  

( ) ( ) ( ) ( ]( )| , , , ,p y x dy p x y dy p x dy p x y y dy= = = +  

Για Markovian αλυσίδα διακριτού χρόνου θα χρησιμοποιούμε για την μετάβαση πρώτης 
τάξης τον συμβολισμό ( )|p y x  

 

Συμβολίζουμε την marginal της στοχαστικής διαδικασίας για χρόνο t  με ( )tπ ⋅  

( ) ( ) { }1
tt tXx f x P x X x dx

dx
π ≡ = < ≤ + . 

 

1. Ισχύει ότι 
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( ) ( ) ( )1 |t t
S

y p y x x dxπ π+ = ∫ . 

           Πράγματι 

          ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 11 , |, |

t t tt t tt
S S

X X X X X Xy f y f x y dx f x f y x dxπ
+ + ++ = = =∫ ∫      

          ( ) ( )| t
S

p y x x dxπ= ∫  

2. Για το induced measure ( )1t+Π ⋅  της τυχαίας μεταβλητής 1tX +  ισχύει 

( ) { } ( ) ( ) ( )1 1 1 |t t t t
y By B x S

B P X B y dy p y x x dx dyπ π+ + +
∈∈ ∈

Π = ∈ = =∫ ∫ ∫  

( ) ( )|t
x S y B

x p y x dy dxπ
∈ ∈

  =  
  

∫ ∫ ( ) ( )|t
x S

x p B x dxπ
∈

= ∫  

Δηλαδή 

( ) ( ) ( )1 |t t
S

B p B x dx+Π = Π∫  

 

Εάν υποθέσουμε ότι υπάρχει μέτρο ( )Π ⋅  (η στάσιμη κατανομή) τέτοιο ώστε 

( ) ( )lim tt
B B

→∞
Π = Π  αυτό θα πρέπει να ικανοποιεί την εξίσωση 

( ) ( ) ( )|
S

B p B x dxΠ = Π∫  

πού είναι η εξίσωση του αναλλοίωτου μέτρου που ορίζεται από τη αναδρομική σχέση 
( ) ( ) ( )1 |t t

S

B p B x dx+Π = Π∫ . Η αναλλοίωτη πυκνότητα ( )π ⋅  (invariant density – 

stationary distribution) τότε θα ικανοποιεί την εξίσωση 

( ) ( ) ( )|
S

y p y x x dxπ π= ∫  

Πράγματι θέτοντας ( ],B y y dy= +  στην εξίσωση ( ) ( ) ( )|
S

B p B x dxΠ = Π∫  παίρνουμε 
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( ) ( ]( ) ( ]( ) ( ]( ) ( ){ } ( ){ }, , | , |
x S x S

y dy y y dy p y y dy x x x dx p y x dy x dxπ π
∈ ∈

= Π + = + Π + =∫ ∫ . 

Το σχήμα δειγματοληψίας 

Για την Markovian διαδικασία ( ) ( )( )0~ | ,nX MC p π⋅ ⋅ ⋅  για 0n∈  και ( )S ∈   όπου 

( )|p ⋅ ⋅  η στάσιμη πυκνότητα μετάβασης και ( )0π ⋅  η αρχική πυκνότητα, επειδή 

( ) ( ) ( )1 |n n
S

y p y x x dxπ π+ = ∫  θα χρησιμοποιήσουμε το σχήμα δειγματοληψίας για mixtures  

( )
( )

0 0

1 1

~
| ~ | , 1i i i

x
x x p x i

π

− −

⋅
⋅ ≥

argthen m inally
⇒ ( ) ( ) ( )1~ | , 1i i i

S

x p x x dx iπ π −⋅ = ⋅ ≥∫ . 

Σχηματικά 

( )
( )

0 0

1 0 0

~
| ~ |

x
x x p x

π ⋅
⋅

argm inally
⇒

( )
( )

1 1

2 1 1

~
| ~ |

x
x x p x

π ⋅
⋅

argm inally
⇒

( )
( )

2 2

3 2 2

~
| ~ |

x
x x p x

π ⋅
⋅

argm inally
⇒ 

 

με αποτέλεσμα ( )0 1 2, , ,x x x   να είναι μια ω − τροχιά της διαδικασίας 

( ) ( )( )0~ | ,nX MC p π⋅ ⋅ ⋅ . 

 

Εάν ο χώρος καταστάσεων είναι διακριτός, δηλαδή ( )0~ ,nX MC π  για 0n∈  και 

S ⊆   όπου ( )
,

|
j i S

p j i
∈

=     με ( )| 1
j S

p j i
∈

=∑  ο πίνακας μετάβασης 1ης

{ }0 0 j S
P X jπ

∈
= =  

 τάξης (η 

στάσιμη πιθανότητα μετάβασης) και  η αρχική μάζα πιθανότητας, 

επειδή 

( ) { } ( ) ( ) ( )1 1|n n n nj i S
j P X j p j i iπ π π− −∈
= = = =∑  

θα έχουμε 

( )
( )

1

0 0

1 1

~
| ~ | , 1

ii i i x

x
x x p x i

π

−− −

⋅
⋅ = ≥   

argm inally
⇒ ( ) ( ) ( )1~ | , 1i i is S

x p s s iπ π −∈
⋅ = ⋅ ≥∑  

όπου 
1ix −

 η 1ix S− ∈  στήλη του  . 

 



9 

Σ. Ι. Χατζησπύρος Σημειώσεις Computational Statistics III 

 

Παράδειγμα: Στάσιμη κατανομή και δειγματοληψία από ( )1AR  

Έστω στοχαστική διαδικασία { }
0

n n
X

∈  που ικανοποιεί την αναδρομική σχέση 

1 1n n nX Xβ ε+ += +  με ( )2
0~ 0, ,n

iid N nε σ ∈  και S =  . Τότε  

[ ] ( ) ( ) ( )2 2
1 1| ~ , | | ,n n n

dX X x x N x p y x N y xβ ε β σ β σ+ += + ⇒ ==  

Έστω αρχική πυκνότητα ( ) ( )0 |0,1y N yπ =  τότε  

( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 2
1 | , |0,1 |0, 1y N y x N x d x N yπ β σ σ β= = +∫



 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )2 2 2 2 2 4
2 | , |0, 1 |0, 1y N y x N x d x N yπ β σ σ β σ β β= + = + +∫



 

δηλαδή 

( ) ( ) ( ) ( )12 2 2 2 2
0 0

| , |0, |0,n nj j
n j j

y N y x N x d x N xπ β σ σ β σ β−

= =
= =∑ ∑∫



 

και γίνεται εμφανές από το παραπάνω “pattern” ότι εάν υπάρχει stationary distribution, 
θα υπάρχει για 1β <  και θα είναι η κατανομή: 

( )
2

2|0, , 1
1

x N x σπ β
β

 
= < − 

. 

Δεν είναι δύσκολο να δείξουμε ότι για 1β <  ισχύει: 

( )
2 2

2
2 2|0, | , |0,

1 1
N x N y x dx N yσ σβ σ

β β
   

=   − −   
∫


 

Το ergodic theorem μας λεει ότι κάτω από συγκεκριμένες συνθήκες (irreducibility και 
ergodicity) το ( )π ⋅  είναι το μοναδικό stationary distribution και έχουμε σύγκλιση σε 

αυτό για οποιαδήποτε αρχική πυκνότητα ( )0π ⋅  με support S =  . 

Εφαρμόζοντας το εργοδικό θεώρημα μπορούμε να υπολογίσουμε ολοκληρώματα της 
μορφής ( ) ( )g x dxΠ∫



 πιο συγκεκριμένα, εάν ( )~X Π ⋅  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

0 1

1 1lim
n b N

i in i i b
g X g x x d x g x g x

n N
π

− +

→∞
= = +

= = ≈   ∑ ∑∫


 , 

όπου b  το burn-in period και { }0 1 1, , , , , ,b b b Nx x x x x+ +   τροχιά μεγάλου μήκους από την 
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Τα σημεία της τροχιάς της στοχαστικής διαδικασίας τα παίρνουμε εφαρμόζοντας 
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